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2.2       ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ    

               ΠΑΡΑΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΩΝ ΓΩΝΙΩΝ  
              Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  238 – 239 
Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λανθασμένες 

α)  ημ150ο = ημ30ο             (Σ)                          β)  συν135ο = συν45ο         (Λ)
γ)  εφ100ο = εφ80ο              (Λ)                         δ)  εφ75ο = 
[image: image154.emf]Κ

ω

εφ105ο          (Σ)
ε)  συν110ο = 
[image: image2.wmf]-

συν70ο       (Σ)                        στ)  ημ140ο  = 
[image: image3.wmf]-

ημ40ο        (Λ)
Απάντηση

Θεωρία 
2.

Αν για την γωνία  x  ισχύει  0 ( x ( 180ο , να συμπληρώσετε τις παρακάτω προτάσεις 

α)  Αν ημx = ημ60ο              τότε   x = 60ο    ή   x = 120o 
β)  Αν συνx = 
[image: image4.wmf]-

συν120ο     τότε   x = 60o 
γ)  Αν εφx =
[image: image5.wmf]-

 εφ30ο           τότε   x = 150o 
Απάντηση

Θεωρία 

3.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα αντιστοιχίζοντας σε κάθε τριγωνομετρικό αριθμό της στήλης Α τον ίσο του τριγωνομετρικό αριθμό από την στήλη Β. 

	Στήλη Α 
	  Στήλη Β 

	α. ημ140ο 
	1.  ημ40ο 

	
	2.  συν40ο 

	β. συν140ο 
	3.  εφ40ο 

	
	4. 
[image: image6.wmf]-

 ημ40ο

	γ. εφ140ο 
	5. 
[image: image7.wmf]-

 συν40ο

	
	6 .
[image: image8.wmf]-

 εφ40ο


	α
	β
	γ
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	5
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Απάντηση

α . ημ140ο = ημ40ο        άρα  α  ( 1
β.συν140ο = 
[image: image9.wmf]-

 συν40ο   άρα  β  ( 5
γ.εφ140ο = 
[image: image10.wmf]-

 εφ40ο         άρα  γ  ( 6 
Συμπληρωμένος ο πίνακας φαίνεται παραπάνω 
Ασκήσεις 
1.

Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών 

α) 120ο                        β) 135ο                        γ) 150ο 

Προτεινόμενη λύση 

α)   ημ120ο = ημ60ο = 
[image: image11.wmf]3

2

  ,          συν120ο = 
[image: image12.wmf]-

συν60ο = 
[image: image13.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image14.wmf]1

2

 , 
      εφ120ο = 
[image: image15.wmf]-

εφ60ο = 
[image: image16.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image17.wmf]3


β)   ημ135ο = ημ45ο = 
[image: image18.wmf]2

2

  ,         συν135ο = 
[image: image19.wmf]-

συν45ο = 
[image: image20.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image21.wmf]2

2

 , 
      εφ135ο = 
[image: image22.wmf]-

εφ45ο = 
[image: image23.wmf]-

1

γ)   ημ150ο = ημ30ο = 
[image: image24.wmf]1

2

  ,           συν150ο = 
[image: image25.wmf]-

συν30ο = 
[image: image26.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image27.wmf]3

2

 , 
      εφ150ο = 
[image: image28.wmf]-

εφ30ο = 
[image: image29.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image30.wmf]3
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2.

Να αποδείξετε ότι 

α)  ημ108ο + συν77ο 
[image: image31.wmf]-

ημ72ο + συν103ο = 0 

β)  εφ122ο 
[image: image32.wmf]-

εφ58ο ( εφ135ο = 0 

Προτεινόμενη λύση 

α)  

Επειδή   108ο + 72ο = 180ο και 103ο + 77ο = 180ο   θα είναι   ημ108ο = ημ72ο 
                                                                                  και   συν103ο =
[image: image33.wmf]-

συν77ο 
Άρα    ημ108ο + συν77ο 
[image: image34.wmf]-

ημ72ο + συν103ο = ημ72ο + συν77ο 
[image: image35.wmf]-

ημ72ο 
[image: image36.wmf]-

συν77ο = 0 

β) 
Επειδή   122ο + 58ο = 180ο   θα είναι   εφ122ο  = 
[image: image37.wmf]-

εφ58ο  
                                                     και   εφ135ο = 
[image: image38.wmf]-

εφ45ο = 
[image: image39.wmf]-

1
Άρα    εφ122ο 
[image: image40.wmf]-

εφ58ο ( εφ135ο  = 
[image: image41.wmf]-

εφ58ο 
[image: image42.wmf]-

εφ58ο(
[image: image43.wmf]-

1) = 
[image: image44.wmf]-

εφ58ο + εφ58ο = 0
3.

Να αποδείξετε ότι 

α)  συν 245ο + συν2135ο = 1 

β)  ημ230ο + ημ260ο  + ημ2120ο  + ημ2150ο = 2 
Προτεινόμενη λύση 

α) 
Είναι   συν135ο = 
[image: image45.wmf]-

συν45ο  
Άρα   συν 245ο + συν2135ο = συν 245ο + συν245ο = 

                                           = 2 συν245ο =
                                          =2
[image: image46.wmf]2
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= 2(
[image: image47.wmf]2

4

= 1

β) 
Είναι   ημ120ο = ημ60ο    και   ημ150ο = ημ30ο 
Άρα    ημ230ο + ημ260ο + ημ2120ο + ημ2150ο  = ημ230ο + ημ260ο  + ημ260ο  + ημ230ο = 
                                                                         = 2 ημ230ο + 2ημ260ο   =

                                                                         = 2 
[image: image48.wmf]2
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+ 2
[image: image49.wmf]2
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 =        
                                                                         = 2(
[image: image50.wmf]1

4

 + 2(
[image: image51.wmf]3

4

 = 2 

4.

Να αποδείξετε ότι 

ημ( 140ο + x) = ημ( 40o 
[image: image52.wmf]-

x)      και     συν(158o 
[image: image53.wmf]-

x)  = 
[image: image54.wmf]-

συν (22ο + x) 

Προτεινόμενη λύση 

Είναι  (140ο + x) + (40
[image: image55.wmf]-

x) = 180o     άρα     ημ(140ο + x) = ημ(40o 
[image: image56.wmf]-

x)   
και     (158o 
[image: image57.wmf]-

x)  + (22ο + x) = 180ο   άρα    συν(158o 
[image: image58.wmf]-

x)  = 
[image: image59.wmf]-

συν (22ο + x)
5.

Να βρείτε τη γωνία x  όταν 

α) ημx = 
[image: image60.wmf]2

2

              β) ημx = 1
[image: image61.wmf]-

ημx               γ) συνx =
[image: image62.wmf]3

2

 

δ) συνx =
[image: image63.wmf]1

2

-

              ε) εφx = 
[image: image64.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image65.wmf]3

                 στ) 2εφx = 1+ εφx 
Προτεινόμενη λύση 

α)   ημx = 
[image: image66.wmf]2

2

   οπότε    x =  45ο   ή   x = 135ο 
β)   ημx = 1
[image: image67.wmf]-

ημx    άρα    2ημx = 1   
                                           ημx = 
[image: image68.wmf]1

2

 
                                           x = 30o   ή   x = 150ο 
γ)   συνx =
[image: image69.wmf]3

2

   άρα   x = 30o   
δ)   συνx =
[image: image70.wmf]1

2

-

= 
[image: image71.wmf]-

συν60ο = συν120ο    άρα   x = 120o            
ε)   εφx = 
[image: image72.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image73.wmf]3

 =
[image: image74.wmf]-

εφ60o = εφ120ο      άρα    x = 120o                                          

στ) 2εφx = 1 + εφx    άρα    εφx = 1    άρα    x = 45o  
6.

Να αποδείξετε ότι οι γωνίες ενός παραλληλογράμμου έχουν το ίδιο ημίτονο. 

Ισχύει το ίδιο για τα συνημίτονα των γωνιών του ;

Προτεινόμενη λύση 

Σε ένα παραλληλόγραμμο οι απέναντι γωνίες είναι ίσες και οι διαδοχικές γωνίες είναι παραπληρωματικές συνεπώς οι γωνίες είτε είναι απέναντι είτε διαδοχικές θα έχουν το ίδιο ημίτονο. 
Δεν ισχύει το ίδιο για το συνημίτονο διότι αν οι γωνίες είναι απέναντι έχουν το ίδιο συνημίτονο ενώ αν είναι διαδοχικές έχουν αντίθετα συνημίτονα 
7. 

Δίνεται τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  με  
[image: image75.wmf]µ

B

= 
[image: image76.wmf]µ

D

 = 90ο.   Να αποδείξετε ότι 

α)  ημΑ + συνΑ 
[image: image77.wmf]-

ημΓ + συνΓ = 0           β) εφΑ + εφΓ = 0  
Προτεινόμενη λύση 

Σε κάθε τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  το άθροισμα των γωνιών του είναι 360ο. 

Επειδή  
[image: image78.wmf]µ

B

= 
[image: image79.wmf]µ

D

 = 90ο ,   θα είναι   
[image: image80.wmf]µ

A

 + 
[image: image81.wmf]$

G

 = 180ο 
Επομένως     ημ
[image: image82.wmf]µ

A

 = ημ
[image: image83.wmf]$

G

,     συν
[image: image84.wmf]µ

A

 = 
[image: image85.wmf]-

συν
[image: image86.wmf]$

G

,     εφ
[image: image87.wmf]µ

A

 = 
[image: image88.wmf]-

εφ
[image: image89.wmf]$

G

.  Οπότε 
α)  ημΑ + συνΑ 
[image: image90.wmf]-

ημΓ + συνΓ  =  ημΑ 
[image: image91.wmf]-

 συνΓ 
[image: image92.wmf]-

ημΑ + συνΓ = 0 
β)  εφΑ + εφΓ = 
[image: image93.wmf]-

εφ
[image: image94.wmf]$

G

+ εφΓ = 0 
8.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ του διπλανού σχήματος 
να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των 
γωνιών ω και φ. 

Προτεινόμενη λύση 

Πυθαγόρειο στο ΑΒΓ :   ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 = 

                                               = 62 + 82 = 

                                               = 100

Άρα   ΒΓ = 10 

εφω = 
[image: image95.wmf]AG

AB

 = 
[image: image96.wmf]8

6

 =  
[image: image97.wmf]4

3

 ,      ημω = 
[image: image98.wmf]AG

BG

= 
[image: image99.wmf]8

10

 = 
[image: image100.wmf]4

5

 ,          συνω = 
[image: image101.wmf]AB

BG

=
[image: image102.wmf]6

10

 = 
[image: image103.wmf]3

5

 
Επειδή   
[image: image104.wmf]µ

ω

 + 
[image: image105.wmf]$

φ

= 180ο   θα είναι    εφ
[image: image106.wmf]$

φ

=
[image: image107.wmf]-

εφ
[image: image108.wmf]µ

ω

=
[image: image109.wmf]-


[image: image110.wmf]4

3

  ,  
                                                        ημ
[image: image111.wmf]$

φ

= ημ
[image: image112.wmf]µ

ω

=
[image: image113.wmf]4

5

  , 
                                                        συν
[image: image114.wmf]$

φ

=
[image: image115.wmf]-

συν
[image: image116.wmf]µ

ω

=
[image: image117.wmf]-


[image: image118.wmf]3

5

  
9.

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρά 6 cm και 
σημείο Δ της πλευράς ΒΓ τέτοιο ώστε BΔ = 2cm. 
Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των 
γωνιών  ω  και  φ. 

Προτεινόμενη λύση 

Φέρνω το ύψος ΑΚ .

Eπειδή το τρίγωνο είναι ισόπλευρο, το ύψος 
είναι και διάμεσος.   Άρα   ΒΚ = ΚΓ = 3cm 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΓ έχουμε   ημΓ = 
[image: image119.wmf]AK

AG

    άρα  ημ60ο = 
[image: image120.wmf]6

AK

  
                                                                                             
[image: image121.wmf]3

2

 = 
[image: image122.wmf]6

AK


                                                                                              ΑΚ = 3
[image: image123.wmf]3


Αφού  ΒΚ = 3 και  ΒΔ = 2,   είναι  ΔΚ = 1 

Πυθαγόρειο στο ΑΔΚ :  ΑΔ2  = ΑΚ2 + ΔΚ2  = 

                                                = 
[image: image124.wmf](

)

2

33

+ 12  = 

                                               = 27 + 1  = 28   άρα   ΑΔ =
[image: image125.wmf]28

 = 2
[image: image126.wmf]7

 
Επομένως     εφω  = 
[image: image127.wmf]AK

DK

= 
[image: image128.wmf]33

1

= 3
[image: image129.wmf]3

  ,     
                     ημω  = 
[image: image130.wmf]AK

AD

=
[image: image131.wmf]33
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= 
[image: image132.wmf]2
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 = 
[image: image133.wmf]321
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                     συνω = 
[image: image134.wmf]DK

AD

 = 
[image: image135.wmf]1

27

=
[image: image136.wmf]2
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= 
[image: image137.wmf]7
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Επειδή   
[image: image138.wmf]µ

ω

 + 
[image: image139.wmf]$

φ

= 180ο  θα είναι   εφ
[image: image140.wmf]$

φ

=
[image: image141.wmf]-

εφ
[image: image142.wmf]µ

ω

=
[image: image143.wmf]-

3
[image: image144.wmf]3

  ,   
                                                      ημ
[image: image145.wmf]$

φ

= ημ
[image: image146.wmf]µ

ω

=
[image: image147.wmf]321

14

  , 
                                                      συν
[image: image148.wmf]$

φ

=
[image: image149.wmf]-

συν
[image: image150.wmf]µ
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[image: image151.wmf]-


[image: image152.wmf]7
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